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Zusammenfassung

Die Anwendungen von Entfernungsberechnungen zwischen zwei Orten auf der Erde sind in der heutigen Zeit vielältig.
Angefangen von Entfernungsberechnungen in der Flugzeug- und Schiffsnavigation über komplexe Geografische Informations-
systeme bis hin zur GPS-gestützten Routenührung von Automobilen durch Navigationsgeräte haben alle eines gemeinsam:
Zur Berechnung dieser Entfernungen ist eine mathematische Grundlage notwendig.

Die Tatsache, dass die Erde durch ihre Eigendrehung keine Kugel, sondern ein abgeplaeter Rotationsellipsoid ist, macht
diese Art von Berechnungen nicht trivial. Dieser Aufsatz stellt zwei verschiedene Lösungsansätze ür diese Berechnungen vor
und vergleicht die Ergebnisse mit den bereits bestehenden Verfahren.
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1 Ausgangssituation und theoretische
Grundlagen

Die Berechnung der Entfernung zwischen zwei Punkten auf
der Erdoberfläche ist nicht trivial, denn die Erde ist keine
perfekte Kugel. Tatsächlich hat die Erde, bedingt durch ihre
Eigenrotation, die Gestalt eines abgeflachten Rotationsellip-
soiden. Um die Position der betrachteten Punkte beschrei-
ben zu können, muss zunächst eine geeignete Parametrisie-
rung dieser Oberfläche erarbeitet werden.
Einstweilen wird daher eine Parametrisierung über die

vereinfachende Annahme einer Kugelform hergeleitet und
später auf das Modell eines abgeflachten Rotationsellipso-
iden überührt.

1.1 Parametrisierung der Erde als Kugel

Der Sinn und Zweck der Kugelparametrisierung besteht
darin, explizite Zusammenhänge ür die x-, y- und z-
Koordinaten einer Kugel zu erhalten. Die Grundannahme
besteht in einer Kugel mit einem gegebenen Radius r, deren
Mielpunkt im Koordinatenursprung (0, 0, 0)T liegt. Alle
zu betrachtenden Punkte liegen auf der Kugeloberfläche;
Höhenunterschiede auf der Kugeloberfläche werden ver-
nachlässigt (keine topografische Modellierung).
Jeder Punkt P̃i auf der Kugeloberfläche lässt sich nun
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durch zwei Winkel ϑi und φi beschreiben:

P̃i(ϑi, φi) =

P̃x(ϑi, φi)

P̃y(ϑi, φi)

P̃z(ϑi)

 =

r sinϑi cosφi

r sinϑi sinφi

r cosϑi

 (1)

mit r = const., ϑi ∈ [0, π], φi ∈ [0, 2π[.

Abbildung 1: Gradnetz der Erde

Zur Anwendung dieser Parametrisierung auf das Grad-
netz der Erde ist eine Winkelanpassung notwendig, denn
das Gradnetz der Erde läu von 180◦ W bis 180◦ E bzw.
90◦ N bis 90◦ S (vgl. Abb. 1). Bei dieser Gelegenheit wird
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der bislang noch nicht definierte Radius r mit dem Erdradi-
us r♁ aus dem WGS84-Referenzellipsoiden1 belegt.
Dadurch entsteht nun die endgültige Parametrisierung

ür einen Punkt P̂i auf der als Kugel angenommenen Erde
mit

P̂i(ϑi, φi) =

P̂x(ϑi, φi)

P̂y(ϑi, φi)

P̂z(ϑi)


=

r♁ sin
(
π
2 − ϑi

)
cosφi

r♁ sin
(
π
2 − ϑi

)
sinφi

r♁ cos
(
π
2 − ϑi

)


(2)

mit r♁ = 6378 137m, ϑi ∈
[
−π

2
,
π

2

]
, φi ∈ ]− π, π].

Die Berechnung der Distanz zwischen zwei Punkten auf
der Kugeloberfläche ist unter Annahme der Kugelgestalt
sehr einfach zu realisieren, da es sich bei der kürzesten Ver-
bindung beider Punkte immer um ein Bogensegment ei-
nes Kreises mit Radius r♁ handelt. Der Winkel ε zwischen
den beiden Ortsvektoren der Punkte definiert das gesuchte
Kreisbogensegment, dessen Länge d dann über

d(ε) =
π · r♁
180◦

· ε (3)

ermielt werden kann.

1.2 Überführung in einen
Rotationsellipsoiden

Durch die Einührung eines
”
stauchenden“ Faktors f in

der z-Koordinate ist die Überührung in einen abgeplae-
ten Rotationsellipsoiden nun einfach. Der Stauchungsfak-
tor f♁ entspricht dabei der Abplaung nach WGS84, die
das Verhältnis von kleiner zu großer Halbachse des Erd-
Rotationsellipsoiden beschreibt.
Somit kann ein Punkt Pi auf dem Rotationsellipsoiden

der Erde durch

Pi(ϑi, φi) =

Px(ϑi, φi)
Py(ϑi, φi)
Pz(ϑi)


=

r♁ sin
(
π
2 − ϑi

)
cosφi

r♁ sin
(
π
2 − ϑi

)
sinφi

r♁f♁ cos
(
π
2 − ϑi

)
 (4)

mit r♁ = 6378 137m, f♁ = 1− 1

298.257 223 563
,

ϑi ∈
[
−π

2
,
π

2

]
, φi ∈ ]− π, π]

beschrieben werden.
Die Berechnung der Distanz zwischen beiden Punkten

entlang der Oberfläche des Rotationsellipsoiden ist nun
nicht mehr ohne Weiteres möglich.

1 Das WGS84 (engl. World Geodetic System 1984) ist ein Referenzsystem ür
Positionsangaben auf der Erde. Es definiert u.a. den Rotationsellipsoiden
der Erde mit seinem Radius der großen Halbachse und seiner Abplaung.

2 Entfernungsberechnung mit
aternionen

2.1 Ansatz

Gegeben seien zwei Punkte P1 und P2 auf dem Erdellipso-
iden. Der Ansatz des erarbeiteten Verfahrens besteht nun
darin, den Ellipsoiden derart zu transformieren, dass P1

auf der Abszisse liegt und zudem beide Punkte in der x-y-
Ebene (z = 0) liegen. Anschließend wird die parametrisier-
te Schnigleichung der x-y-Ebene mit dem transformierten
Erdellipsoiden ermielt. Anhand dieser Kurve lässt sich nun
die Entfernung über die Bogenlänge ermieln; als Ergebnis
ergibt sich damit die Distanz zwischen beiden Punkten.
Zur schriweisen Transformation (Rotation) des Rotati-

onsellipsoiden werden aternionen verwendet, da sie ge-
genüber Rotationsmatrizen einige Vorzüge aufweisen:

• kleinerer (numerischer) Rechenaufwand bei verkee-
ten Vektoroperationen

• kompakte Struktur:aternionen können mit weniger
Speicheraufwand abgelegt werden (4 Elemente, Rotati-
onsmatrix: 9 Elemente)

• Problem des sog. Gimbal Lo, der Verlust eines Frei-
heitsgrades, wird verhindert

Aufgrund dieser Vorzüge werdenaternionen häufig in
der Lu- und Raumfahrechnik zur Lageregelung verwen-
det.

2.2 Kurzeinführung in die
aternionen-Theorie

aternionen2 erweitern die komplexen Zahlen um zwei
weitere Dimensionen; es handelt sich somit um hyperkom-
plexe Zahlen (4-dimensional). Die Struktur ähnelt dabei der
komplexer Zahlen: Es existieren ein Realteil und drei Ima-
ginärteile mit den imaginären Einheiten i, j und k. Eina-
ternion q kann ausührlich mit

q ∈ H, q = x0 + ix1 + jx2 + kx3 (5)

oder in Kurzschreibweise

q =

x0,

x1

x2

x3

 (6)

geschriebenwerden. Dabei ist x0 der Realteil und der Vektor
(x1, x2, x3)

T der 3-dimensionale Imaginärteil.
Eine Koordinate (x, y, z)T imR3 kann alsaternionmit

Realteil 0 und dem Koordinatentripel (x, y, z)T als Imagi-
närteil ausgedrückt werden:

P =

x
y
z

 ⇒ P =

0,
x
y
z

 (7)

mit P ∈ R3, P ∈ H

2 Die Menge deraternionen wird mit H bezeichnet.
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Rotationen sind mit einem Rotationsquaternion

qR(α,u) =
[
cos

α

2
, sin

α

2
· u

]
(8)

möglich. Dabei ist α der Rotationswinkel, u die auf 1 nor-
mierte Rotationsachse (u ∈ R3, ∥u∥ = 1). Ein gedrehter
PunktP⋆ entsteht nun durch Multiplikation3 des Rotations-
quaternions qR mit dematernion P des Ursprungspunk-
tes P und dem hyperkomplex konjugierten Rotationsqua-
ternion qR:

P ⋆ = [0,P⋆] = qR(α,u) · [0,P] · qR(α,u) (9)

2.3 Verfahren zur Entfernungsberechnung

2.3.1 Beschreibung der Verfahrensschrie

Im ersten Verfahrensschri wird der Rotationsellipsoid
(Gleichung 4) derart rotiert, dass der Punkt P1 mit (ϑ1, φ1)
auf der x-z-Ebene liegt. Dazu ist eine Drehung um α1 =
−φ1 um die Applikate notwendig. Es entsteht ein gedrehter
Rotationsellipsoid4

(1)P = [0, (1)P] = qR(α1,u1) · [0,P] · qR(α1,u1) (10)

mit α1 = −φ1, u1 =

0
0
1

 ,

(1)P
def.
===

(1)Px(ϑ, φ, . . .)
(1)Py(ϑ, φ, . . .)
(1)Pz(ϑ, φ, . . .)

 .

Analog zum ersten Verfahrensschri wird der Ellipsoid
nun um die Ordinate derart gedreht, dass P1 auf die Ab-
szisse ausgerichtet wird:

(2)P = qR(α2,u2) · (1)P · qR(α2,u2) (11)

mit α2 = arctan

(
(1)Pz(ϑ = ϑ1, φ = φ1, . . .)
(1)Px(ϑ = ϑ1, φ = φ1, . . .)

)
,

u2 =

0
1
0

 , (2)P
def.
===

(2)Px(ϑ, φ, . . .)
(2)Py(ϑ, φ, . . .)
(2)Pz(ϑ, φ, . . .)

 .

Im letzten Transformationsschri wird (2)P so gedreht,
dass der Punkt P2 auf der x-y-Ebene liegt:

(3)P = qR(α3,u3) · (2)P · qR(α3,u3) (12)

mit α3 = − arctan

(
(2)Pz(ϑ = ϑ2, φ = φ2, . . .)
(2)Py(ϑ = ϑ2, φ = φ2, . . .)

)
,

3 Dieaternionenmultiplikation ist nicht kommutativ. Wichtige Rechen-
regeln ür das hier vorgestellte Verfahren:

konjugiert hyperkomplexesaternion q:

q = [x0,x] q = [x0,−x]

aternionenmultiplikation (nit kommutativ):

q1 · q2 = [a,v] · [b,w] = [ab− ⟨v,w⟩, aw + bv + v ×w]

4 Die hochgestellte Ziffer in Klammern links von P bzw. P symbolisiert
die jeweilige Stufe der Transformation (1: erste Transformation, 2: zweite
Transformation, etc. pp.).

u3 =

1
0
0

 , (3)P
def.
===

(3)Px(ϑ, φ, . . .)
(3)Py(ϑ, φ, . . .)
(3)Pz(ϑ, φ, . . .)

 .

Mit (3)P steht nun eine Parametergleichung ür die trans-
formierte Erde zur Verügung. Beide Punkte (3)P1 bzw.
(3)P2 im transformierten Koordinatensystem liegen nun in
der x-y-Ebene; die z-Komponente ist jeweils Null.

2.3.2 Herleitung des Lösungswegs

Die Bogenlänge zwischen zwei Punkten auf einer ebenen,
rektifizierbaren Kurvemit dem Parameter t 7→ (x(t), y(t))

T

kann allgemein mit

α ≤ t ≤ β :

β∫
α

√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2 dt (13)

ermielt werden. Hierbei hängt die vorhandene Parameter-
gleichung (3)P jedoch von zwei Parametern ϑ und φ ab. Ei-
ne Einschränkung auf einen Parameter ist daher notwendig,
so dass eine zwei-dimensionale Parametergleichung

(4)P =

(
(4)Px(φ)
(4)Py(φ)

)
=

(
(3)Px (ϑ(φ), φ)
(3)Py (ϑ(φ), φ)

)
(14)

entsteht. Da ür das Verfahren lediglich der Schni durch
z = 0 relevant ist, erhält man durch Lösung von
(3)Pz(. . .)

!
= 0 einen Zusammenhang beider Parameter:

ϑ(φ) = . . .
Schließlich ergibt sich der Abstand beider Punkte durch

Integration von

φ2∫
φ1

√(
d

dφ
(4)Px(φ)

)2

+

(
d

dφ
(4)Py(φ)

)2

dφ. (15)

3 Entfernungsberechnung mit
Geodäten

3.1 Einführung

Die Krümmung k eines Kreises mit Radius R ist k = 1
R .

Allgemein heißt γ : R → R3, t → γ(t) zulässige Parametri-
sierung einer Kurve, wenn die Abbildung dreimal stetig dif-
ferenzierbar und γ′(t) ̸= 0 (ein ′ meint die erste Ableitung
nach dem Parameter), d.h. genau dann, wenn die Jsche
maximalen Rang hat. Für rektifizierbare Kurven wählt man
als Parameter die Bogenlänge s (

”
natürlicher Parameter“)

und die Krümmung k ist definiert als k := ∥γ′′(s)∥. (Hier
ist ∥ . . . ∥ die Eische Norm).
Normalkrümmung einer Flächenkurve: Sei

(P1(u
1, u2), P2(u

1, u2),n(u1, u2)) das begleitende
Dreibein einer Fläche mit zulässiger Parametrisierung
P : R2 → R3, (u1, u2) → P (u1, u2) (d.h. die Abbil-
dung ist dreimal stetig differenzierbar und die Jsche
hat maximalen Rang). Hier ist P1(u

1, u2) := ∂P
∂u1 ,

P2(u
1, u2) := ∂P

∂u2 , n sei der Normalenvektor. P1 und P2

sollen nit parallel sein.
Die Normalkrümmung kn einer Flächenkurve ist die

Komponente von γ′′ bezüglich des Normalenvektors. Die
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Komponente von γ′′ bezüglich der Tangentialebene heißt
geodätise Krümmung kg . Insgesamt gilt

γ′′ = knn+ kge (16)

und
k2 = k2n + k2g (17)

mit dem Einheitsvektor e in der Tangentialebene.

3.2 Fundamentaltensor, Bogenlänge,
Geodäten

Geodäten sind
”
geradeste“ Flächenkurven, auf ihnen liegen

Kurven kürzester Entfernung. Die Krümmungwird auf Geo-
däten minimal. Das ist genau dann der Fall, wenn die geo-
dätische Krümmung verschwindet und k = kn wird.

Beispiel 1
Ein Kreissegmentmit RadiusR1 verbindet zwei Punkte
auf einer Kugel mit Radius R > R1. Längs des Kreis-
segments

”
ährt“ man einen Umweg.

Das Differential der Bogenlänge ds einer Flächenkurve
genügt der Rschen Formel

ds2 = gikdu
iduk (18)

(Summenkonvention) mit gik := ⟨Pi, Pk⟩; (gik) ist der me-
trische Tensor.
Die Differentialgleichungen der Geodäten lauten ür

uj = uj(s)
ur′′ + Γr

iku
i′uk′ = 0 (19)

mit r ∈ {1, 2} und den Csymbolen Γr
ik , wobei

Γr
ik = Γr

ki.
Genauer ist

Γ1
ij =

1

2
g11(gj1,i + gi1,j − gij,1)

+
1

2
g12(gj2,i + gi2,j − gij,2)

(20)

ür r = 1 und (grk) = (grk)
−1 sowie

Γ2
ij =

1

2
g21(gj1,i + gi1,j − gij,1)

+
1

2
g22(gj2,i + gi2,j − gij,2)

(21)

ür r = 2.

Beispiel 2
Bei einer Ebene ist Γr

ik = 0. Die Integration von ur′′ =
0 ührt auf lineare Funktionen, d.h. auf der Ebene sind
die Geodäten die Geraden.

Beispiel 3
Für Kugelkoordinaten nehmen wir u1 := ϑ (Parame-
ter), u2 := φ und betrachten u2 = const. Für r = 1
erhalten wir u1′′ = 0, u2′ = 0 und 0 = 0. Für r = 2
wird ebenfalls alles null. Großkreise (durch Nord- und
Südpol) sind also Geodäten.

Um Entfernungen auf gekrümmten Flächen zu berech-
nen, benötigt man noch Randbedingungen und bekommt ein
nitlineares Randwertproblem.

3.3 Differentialgleichungssystem 1. Ordnung
für die Geodäten

Ein System erster Ordnung mit vier Differentialgleichun-
gen erhält man aus den Differentialgleichungen zweiter
Ordnung aus Gleichung 19 wie folgt:

v′ = x(t), x′ = −2Γ2
12x(t)y(t), u

′ = y(t),

y′ = −Γ1
11y(t)

2 − Γ1
22x(t)

2
(22)

mit u := u1, v := u2 bei Γ2
11 = Γ2

22 = 0, Γ1
12 = 0 und vier

Randbedingungen (nur ür u und v, nicht ür x und y!)

u(0) = ϑ1, u(1) = ϑ2, v(0) = φ1, v(1) = φ2. (23)

4 Ergebnisdiskussion

Die Proberechnungen mit M (Ergebnisse siehe
Tabelle 1) zeigen, dass die Ergebnisse der beiden hier neu
vorgestellten Verfahren gegenüber dem etablierten Verfah-
ren von JeanM [6] geringügig abweichen, während die
aternionen- und Geodätenmethode untereinander ledig-
lich Abweichungen im Meter-Bereich aufweisen.

M aternionen Geodäten

Berlin ↔ Tokio 8.941,21 8.924,69 8.924,67
Paris ↔Washington 6.181,63 6.171,22 6.171,22
Shanghai ↔ Istanbul 8.003,13 7.992,73 7.992,72
Lagos ↔ Buenos Aires 7.906,35 7.911,68 7.911,68
Kapstadt↔ Bogota 10.527,00 10.528,40 10.528,40

Tabelle 1: Mit unterschiedlichen Verfahren errechnete Ent-
fernungen zwischen den angegebenenOrten. Alle
Angaben in km.

Es bleibt zu klären, ob die hier vorgestellten Verfahren
somit genauer sind, als das derzeit verwendete Verfahren
von M.
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