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Zusammenfassung

Die Anwendungen von Entfernungsberechnungen zwischen zwei Orten auf der Erde sind in der heutigen Zeit vielfaltig.
Angefangen von Entfernungsberechnungen in der Flugzeug- und Schiffsnavigation iiber komplexe Geografische Informations-
systeme bis hin zur GPS-gestiitzten Routenfithrung von Automobilen durch Navigationsgeréte haben alle eines gemeinsam:
Zur Berechnung dieser Entfernungen ist eine mathematische Grundlage notwendig.

Die Tatsache, dass die Erde durch ihre Eigendrehung keine Kugel, sondern ein abgeplatteter Rotationsellipsoid ist, macht
diese Art von Berechnungen nicht trivial. Dieser Aufsatz stellt zwei verschiedene Losungsansitze fiir diese Berechnungen vor
und vergleicht die Ergebnisse mit den bereits bestehenden Verfahren.
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1 Ausgangssituation und theoretische
Grundlagen

Die Berechnung der Entfernung zwischen zwei Punkten auf
der Erdoberflache ist nicht trivial, denn die Erde ist keine
perfekte Kugel. Tatsachlich hat die Erde, bedingt durch ihre
Eigenrotation, die Gestalt eines abgeflachten Rotationsellip-
soiden. Um die Position der betrachteten Punkte beschrei-
ben zu kénnen, muss zunéchst eine geeignete Parametrisie-
rung dieser Oberflache erarbeitet werden.

Einstweilen wird daher eine Parametrisierung iiber die
vereinfachende Annahme einer Kugelform hergeleitet und
spater auf das Modell eines abgeflachten Rotationsellipso-
iden iberfiihrt.

1.1 Parametrisierung der Erde als Kugel

Der Sinn und Zweck der Kugelparametrisierung besteht
darin, explizite Zusammenhinge fir die z-, y- und z-
Koordinaten einer Kugel zu erhalten. Die Grundannahme
besteht in einer Kugel mit einem gegebenen Radius 7, deren
Mittelpunkt im Koordinatenursprung (0,0,0)T liegt. Alle
zu betrachtenden Punkte liegen auf der Kugeloberfliche;
Hoéhenunterschiede auf der Kugeloberfliche werden ver-
nachléssigt (keine topografische Modellierung).

Jeder Punkt P; auf der Kugeloberfliache lasst sich nun
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durch zwei Winkel 1J; und ¢; beschreiben:

B Ex(f}m%) rsin1; cos p;
P;(¥i, i) = | Py(¥i, ;) | = | rsind;sine; (1)
P, (%) rcos;

mit r = const., ¥; € [0, 7], p; € [0, 27].
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Abbildung 1: Gradnetz der Erde

Zur Anwendung dieser Parametrisierung auf das Grad-
netz der Erde ist eine Winkelanpassung notwendig, denn
das Gradnetz der Erde lauft von 180° W bis 180° E bzw.
90° N bis 90° S (vgl. Abb. 1). Bei dieser Gelegenheit wird
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der bislang noch nicht definierte Radius r mit dem Erdradi-
us 7z aus dem WGS84-Referenzellipsoiden' belegt.

Dadurch entsteht nun die endgiiltige Parametrisierung
fiir einen Punkt P; auf der als Kugel angenommenen Erde
mit

) 1:31(?91'7%')
P;(Vi, i) = Py (95, 1)
PZ (2
) ®
s sin (5 — 19,;) CoS ©;
= | 75 sin (g - z9i) sin @,
T COS 5= 191')
mit rs = 6378 137m, 0 € [—g g} i €] —m,l.

Die Berechnung der Distanz zwischen zwei Punkten auf
der Kugeloberflache ist unter Annahme der Kugelgestalt
sehr einfach zu realisieren, da es sich bei der kiirzesten Ver-
bindung beider Punkte immer um ein Bogensegment ei-
nes Kreises mit Radius 75 handelt. Der Winkel € zwischen
den beiden Ortsvektoren der Punkte definiert das gesuchte
Kreisbogensegment, dessen Lange d dann iiber

T TE

Ae) = 1500

©)

ermittelt werden kann.

1.2 Uberfiithrung in einen
Rotationsellipsoiden

Durch die Einfithrung eines ,stauchenden“ Faktors f in
der z-Koordinate ist die Uberfithrung in einen abgeplatte-
ten Rotationsellipsoiden nun einfach. Der Stauchungsfak-
tor fs entspricht dabei der Abplattung nach WGS84, die
das Verhiltnis von kleiner zu grofler Halbachse des Erd-
Rotationsellipsoiden beschreibt.

Somit kann ein Punkt P; auf dem Rotationsellipsoiden
der Erde durch

Pa:(ﬁza (pz)
Py (Yi, i)

Pz‘(ﬁi,%) =
s sin (g — 19,-) CoS ©; @)
= | 75 sin (g - 191-) sin @,
T6f6 cos (g - 192‘)
1
 298.257223563°

},goi €] —m,m

mit 7y = 6378137m, fx =1

T m
be[ 1T
’ 272
beschrieben werden.
Die Berechnung der Distanz zwischen beiden Punkten
entlang der Oberfliche des Rotationsellipsoiden ist nun
nicht mehr ohne Weiteres moglich.

! Das WGS84 (engl. World Geodetic System 1984) ist ein Referenzsystem fiir
Positionsangaben auf der Erde. Es definiert u.a. den Rotationsellipsoiden
der Erde mit seinem Radius der groflen Halbachse und seiner Abplattung.

2 Entfernungsberechnung mit
Quaternionen

2.1 Ansatz

Gegeben seien zwei Punkte P; und Py auf dem Erdellipso-
iden. Der Ansatz des erarbeiteten Verfahrens besteht nun
darin, den Ellipsoiden derart zu transformieren, dass P,
auf der Abszisse liegt und zudem beide Punkte in der z-y-
Ebene (2 = 0) liegen. Anschlieend wird die parametrisier-
te Schnittgleichung der x-y-Ebene mit dem transformierten
Erdellipsoiden ermittelt. Anhand dieser Kurve ldsst sich nun
die Entfernung iiber die Bogenlange ermitteln; als Ergebnis
ergibt sich damit die Distanz zwischen beiden Punkten.
Zur schrittweisen Transformation (Rotation) des Rotati-
onsellipsoiden werden Quaternionen verwendet, da sie ge-
geniiber Rotationsmatrizen einige Vorziige aufweisen:

« kleinerer (numerischer) Rechenaufwand bei verkette-
ten Vektoroperationen

+ kompakte Struktur: Quaternionen kénnen mit weniger
Speicheraufwand abgelegt werden (4 Elemente, Rotati-
onsmatrix: 9 Elemente)

« Problem des sog. Gimbal Lock, der Verlust eines Frei-
heitsgrades, wird verhindert

Aufgrund dieser Vorziige werden Quaternionen hiufig in
der Luft- und Raumfahrttechnik zur Lageregelung verwen-
det.

2.2 Kurzeinfiihrung in die
Quaternionen-Theorie

Quaternionen® erweitern die komplexen Zahlen um zwei
weitere Dimensionen; es handelt sich somit um hyperkom-
plexe Zahlen (4-dimensional). Die Struktur dhnelt dabei der
komplexer Zahlen: Es existieren ein Realteil und drei Ima-
ginirteile mit den imaginéren Einheiten i, j und k. Ein Qua-
ternion ¢ kann ausfiihrlich mit

qgeH, q=uz¢+ixr; +j$2—|—k$3 (5)

oder in Kurzschreibweise

T
q= |To, | T2 (6)
T3

geschrieben werden. Dabei ist x( der Realteil und der Vektor
(71,22, 23)T der 3-dimensionale Imaginérteil.

Eine Koordinate (x, , )" im R? kann als Quaternion mit
Realteil 0 und dem Koordinatentripel (x,y, z)* als Imagi-
narteil ausgedriickt werden:

T T
P=|y|=P=|0,1]y (7)
z z

mitP e R} PcH

2 Die Menge der Quaternionen wird mit H bezeichnet.
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Rotationen sind mit einem Rotationsquaternion

o o
cos —, sin — - u} (8)

an(a,w) = [cos 5, sin 5

moglich. Dabei ist o der Rotationswinkel, u die auf 1 nor-
mierte Rotationsachse (u € R3, ||u|| = 1). Ein gedrehter
Punkt P* entsteht nun durch Multiplikation® des Rotations-
quaternions g mit dem Quaternion P des Ursprungspunk-
tes P und dem hyperkomplex konjugierten Rotationsqua-
ternion qr:

Pr= [07 P*} = QR(a?u) ’ [O’ P] 'E(a’ u) (9)

2.3 Verfahren zur Entfernungsberechnung
2.3.1 Beschreibung der Verfahrensschritte

Im ersten Verfahrensschritt wird der Rotationsellipsoid
(Gleichung 4) derart rotiert, dass der Punkt Py mit (91, ¢1)
auf der z-z-Ebene liegt. Dazu ist eine Drehung um oy =
—1 um die Applikate notwendig. Es entsteht ein gedrehter
Rotationsellipsoid*

Op =L (WP, (1,0,

Analog zum ersten Verfahrensschritt wird der Ellipsoid
nun um die Ordinate derart gedreht, dass P; auf die Ab-
szisse ausgerichtet wird:

@ P = grlaz,uy) - VP - Gr(az, us) (11)

(I)Pz(ﬂ = ?91,@ = P1,- )
(1)PJ(?9:191790:§017) 7

mit ap = arctan (

@ P, (0, ,...)
w=[1],®pP et @ P, ¥, p,...)
0 AP0, p,...)

Im letzten Transformationsschritt wird 2P so gedreht,
dass der Punkt P, auf der z-y-Ebene liegt:
G P = qr(az,uz)- @ P qr(as,us) (12)

(2)Pz(7-9 = 192,@ = ©2,.. )>
(2)Py(19:192790:§027"') ’

mit g = — arctan (

3 Die Quaternionenmultiplikation ist nicht kommutativ. Wichtige Rechen-
regeln fiir das hier vorgestellte Verfahren:

konjugiert hyperkomplexes Quaternion g:
q= [x()’x] q= [J}o,—x]
Quaternionenmultiplikation (nicht kommutativ):

q1-q2 = [a,v]-[b,w] =[ab— (v,w),aw + bv + v X W]

4 Die hochgestellte Ziffer in Klammern links von P bzw. P symbolisiert
die jeweilige Stufe der Transformation (1: erste Transformation, 2: zweite
Transformation, etc. pp.).

1 G P(0,¢,...)
us= (0], OP L [ OP,(0,0,...)
0 GP,(0,¢,...)

Mit ®)P steht nun eine Parametergleichung fiir die trans-
formierte Erde zur Verfiigung. Beide Punkte ()P bzw.
()P, im transformierten Koordinatensystem liegen nun in
der z-y-Ebene; die z-Komponente ist jeweils Null.

2.3.2 Herleitung des Lésungswegs

Die Bogenlange zwischen zwei Punkten auf einer ebenen,
rektifizierbaren Kurve mit dem Parameter t — (z(t), y(t))"
kann allgemein mit

B
a<t<p: (t)2 + y(t)2 de (13)
| Ve

ermittelt werden. Hierbei hangt die vorhandene Parameter-
gleichung (®)P jedoch von zwei Parametern ) und ¢ ab. Ei-
ne Einschrankung auf einen Parameter ist daher notwendig,
so dass eine zwei-dimensionale Parametergleichung

4 _ (4)PL() _ (3)PL(19( )’ )
WP = (<4>Py<£>> - <<3>Py w(i),i)) (14)

entsteht. Da fiir das Verfahren lediglich der Schnitt durch

z = 0 relevant ist, erhédlt man durch Losung von
GP(...) < 0 einen Zusammenhang beider Parameter:
Hep) =...

Schlief3lich ergibt sich der Abstand beider Punkte durch
Integration von

P2 d 2 d 2
N(w on) +(Lone) a o
P1

3 Entfernungsberechnung mit
Geoditen

3.1 Einfiihrung

Die Kriimmung k eines Kreises mit Radius R ist k = +.
Allgemein heifit v : R — R3, ¢ — ~(t) zuléssige Parametri-
sierung einer Kurve, wenn die Abbildung dreimal stetig dif-
ferenzierbar und ' (¢) # 0 (ein ' meint die erste Ableitung
nach dem Parameter), d.h. genau dann, wenn die JacoBische
maximalen Rang hat. Fiir rektifizierbare Kurven wihlt man
als Parameter die Bogenlange s (,natiirlicher Parameter*)
und die Kriimmung k ist definiert als k := |7 (s)||. (Hier
ist || .. .|| die Eukripische Norm).

Normalkriimmung einer Flachenkurve: Sei
(P (ut,u?), Py(u',u?),n(ut,u?))  das  begleitende
Dreibein einer Fliche mit zuldssiger Parametrisierung
P : R? — RS (u',u?) — P(u',u?) (dh. die Abbil-
dung ist dreimal stetig differenzierbar und die JacoBsische
hat maximalen Rang). Hier ist Pj(u!,u?) := %,
Po(ut,u?) = %, n sei der Normalenvektor. P; und Ps
sollen nicht parallel sein.

Die Normalkrimmung k,, einer Fliachenkurve ist die

Komponente von 4" beziiglich des Normalenvektors. Die
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Komponente von ~” beziiglich der Tangentialebene heifit
geoddtische Kriimmung k. Insgesamt gilt

7" = knn + kge (16)

und
K=k, + k]

mit dem Einheitsvektor e in der Tangentialebene.

(17)

3.2 Fundamentaltensor, Bogenlinge,
Geoditen

Geoditen sind ,,geradeste” Flachenkurven, auf ihnen liegen
Kurven kiirzester Entfernung. Die Kriimmung wird auf Geo-
ddten minimal. Das ist genau dann der Fall, wenn die geo-
datische Krimmung verschwindet und k = k,, wird.

Beispiel 1

Ein Kreissegment mit Radius R; verbindet zwei Punkte
auf einer Kugel mit Radius R > R;. Langs des Kreis-
segments ,, fahrt“ man einen Umweg.

Das Differential der Bogenldnge ds einer Flachenkurve
geniigt der RiEMANNschen Formel

ds? = ggpduidu” (18)

(Summenkonvention) mit g; := (P;, Py); (gix) ist der me-
trische Tensor.
Die Differentialgleichungen der Geoditen lauten fiir
ul = ul(s)
u” + Dju’u =0 (19)

mit 7 € {1,2} und den CHRISTOFFELsymbolen I'},, wobei

T — T
ik — L ki
Genauer ist

1
Ty 25911(91'171' + 9i1j — 9ij1)

(20)
+ 1 12( o o — (s
o9 952 + 9i2.5 — 9ij,2)
fiir r = 1 und (¢"%) = (g,x) ! sowie
1
F?j 25921(%1,1' + gi1,; — 9ij1)
(21)
1 22 . . . . ..
+ 597 (9520 + ging — 9ij.2)
firr = 2.
Beispiel 2

Bei einer Ebene ist I'}, = 0. Die Integration von u""’ =
0 fihrt auf lineare Funktionen, d.h. auf der Ebene sind
die Geoditen die Geraden.

Beispiel 3
Fiir Kugelkoordinaten nehmen wir u! := 1 (Parame-
ter), u? := ¢ und betrachten u? = const. Fiir » = 1

erhalten wir v = 0, u? = Qund 0 = 0. Fir r = 2
wird ebenfalls alles null. Grof3kreise (durch Nord- und
Siidpol) sind also Geodaten.

Um Entfernungen auf gekriimmten Fldchen zu berech-
nen, benétigt man noch Randbedingungen und bekommt ein
nichtlineares Randwertproblem.

3.3 Differentialgleichungssystem 1. Ordnung
fiir die Geoditen

Ein System erster Ordnung mit vier Differentialgleichun-
gen erhilt man aus den Differentialgleichungen zweiter
Ordnung aus Gleichung 19 wie folgt:

v = (E(t)7 x' = —2F%2.’L'(t)y(t), u' = y(t), (22)
y' = —Thy(t)? — oy (t)?

mit v := u', v := u? bei ['?; = '3, = 0, '}, = 0 und vier

Randbedingungen (nur fiir « und v, nicht fiir z und y!)

u(0) = ¥, u(l) =¥, v(0) = @1, v(1) = pa.  (23)

4 Ergebnisdiskussion

Die Proberechnungen mit MATHEMATICA (Ergebnisse siehe
Tabelle 1) zeigen, dass die Ergebnisse der beiden hier neu
vorgestellten Verfahren gegeniiber dem etablierten Verfah-
ren von Jean MEEUSs [6] geringfiigig abweichen, wihrend die
Quaternionen- und Geodatenmethode untereinander ledig-
lich Abweichungen im Meter-Bereich aufweisen.

MEEUS Quaternionen  Geoditen
Berlin <+ Tokio 8.941,21 8.924,69 8.924,67
Paris <> Washington 6.181,63 6.171,22 6.171,22
Shanghai <= Istanbul 8.003,13 7.992,73 7.992,72
Lagos <+ Buenos Aires 7.906,35 7.911,68 7.911,68
Kapstadt <+ Bogota 10.527,00 10.528,40 10.528,40

Tabelle 1: Mit unterschiedlichen Verfahren errechnete Ent-
fernungen zwischen den angegebenen Orten. Alle
Angaben in km.

Es bleibt zu klaren, ob die hier vorgestellten Verfahren
somit genauer sind, als das derzeit verwendete Verfahren
von MEEUS.
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